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Régression linéaire multiple

On observe p + 1 variables Y, X1, X2, ..Xp et on cherche à “expliquer” Y par X1, X2.. et Xp. On
propose le modèle linéaire (théorique)

Y = a0 + a1X1 + a2X2 + ...+ apXp + ε

= XA+ ε

avec Y =






y1
...
yn




 ,X=






1 x1,1 xp,1
...

... · · ·
...

1 x1,n xp,n




 ,A =






a0
...
ap




 et ε =






ε1
...
εn






Hypothèses : ε est indépendante de X1, ...Xp et suit une loi normale centrée ε ∼ N (0, σ2εI).

Méthode des MCO :
Â =

�
X
T
X
�−1

X
TY

La variable estimée est :

Ŷ = â0 + â1X1 + â2X2 + ..+ âpXp

= XÂ = HY

avec H = X
�
X
T
X
�−1

X
T.

Le résidu de la régression est :
e = Y − Ŷ

1 Propriétés des résidus

1. Ils sont centrés

2. On définit les résidus standardisés par

ri =
ei
s∗e

s∗e = se
√
1− hii

Problème : le numérateur et le dénominateur ne sont pas indépendants.

Les résidus studentisés sont les résidus normés de façon à ce que le ième résidu n’intervienne pas dans
la variance se :

r′i =
ei

s(i)
√
1− hii

∼ Tn−p−2

3. Ils ne sont pas liés linéairement aux régresseurs ni à la variable estimée Ŷ ; alors le graphe des résidus
en fonction de Ŷ ne doit pas avoir de forme particulière.
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2 Equation fondamentale d’analyse de la variance :

SCT = SCE + SCR

Coefficient de détermination R2.

R2 =
SCE

SCT

On appelle R =
√
R2 le coefficient de corrélation multiple entre Y et les variables explicatives, c’est le

coefficient de corrélation entre Y et Ŷ .

Coefficient R2 ajusté ou corrigé :

R̄2 = 1− n− 1
n− p− 1(1−R2)

3 Tests sur la régression

Test de significativité globale de la régression (test de Fisher)
(H0) : a1 = a2 = ... = ap = 0 (H1) : l’un au moins des coefficients est non nul,
à un seuil α fixé.
Sous (H0), F

∗ suit approximativement la loi de Fisher à p et n− p− 1 degrés de liberté.

F ∗ =
SCE/p

SCR/(n− p− 1) ∼ F (p;n− p− 1)

Tests sur les coefficients (tests de Student)
Pour chaque coefficient, le test est le suivant :
(H0) : ai = 0 (H1) : ai �= 0 au seuil de signification α.

Sous (H0),
âi
sâi

∼ Tn−p−1

4 Validation

- On regarde le test sur le F et les tests sur les coefficients.

- On regarde la valeur du R2 (ou du R̄2 si on compare plusieurs modèles).

- Examen des résidus :

Le nuage de points des résidus en fonction de Ŷ ne doit pas avoir de forme particulière.
Les résidus studentisés doivent être compris entre -2 et +2
Normalité des résidus et autres tests..... Voir en M2

- On peut vérifier la matrice de corrélation des variables explicatives.
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5 Variable indicatrice

D =

	
1 si le phénomène existe
0 sinon

1. Prise en compte des effets individuels

2. Prise en compte d’effets temporels

Exemple : On considère les deux variables suivantes : R est le revenu national, en billions de
francs, et B est l’achat public d’obligations d’état, en centaines de millions. Les données couvrent
les années 1933 à 1949.

On considère le modèle : Bt = a0 + a1Rt + εt

On introduit la variable D qui vaut 1 pour les années de guerre (1940 à 1945 inclus), 0 sinon.

Le modèle estimé est Bt = 1.29 + 0.68 Rt + 2.30 Dt + et

3. Prise en compte des effets saisonniers

Exemple : On s’intéresse au montant des ventes V en fonction de la publicité Pub.

6 Exercices et exemples

Exemple 1 Salary
Les données sont observées sur un échantillon de 474 employés tirés au sort dans une entreprise

canadienne. Les variables étudiées ici sont les suivantes :
– salary (salaire brut actuel en $ par an)
– salbegin (salaire de départ en $ par an)
– jobtime(nombre de mois depuis l’entrée dans l’entreprise)
– prevexp (nombre de mois de travail avant l’entrée dans l’entreprise)
– educ (nombre d’années d’étude)
– sex (sexe à deux modalités H = Homme et F = Femme)
– minority (appartenance à une minorité (Non, Oui))
On souhaite expliquer la variable salary en fonction de toutes les autres variables.
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(a) Indiquer pour quels couples de variables la corrélation linéaire observée est la plus forte, la
plus faible. Que peut-on dire de la corrélation linéaire entre le salaire de départ et le salaire
actuel ?

(b) Pourquoi n’y a-t-il pas les variables sex et minority dans la matrice de corrélations ?

2. On ajuste le modèle expliquant salary en fonction de toutes les autres variables. Commentez les
résultats.

(a)
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3. On applique une transformation logarithmique aux variables salary et salbegin et on ajuste le
modèle de régression linéaire multiple en remplaçant ces variables par les variables transformées.
Commentez les résultats.
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Exemple 2 Taux de crimes à Detroit
On dispose des données suivantes sur le nombre d’homicides dans la ville de Détroit sur une période

de dix ans, de 1961 à 1970.
HOM - Number of homicides per 100,000 of population FTP - Full-time police per 100,000 population
UEMP - % unemployed in the population CLEAR - % homicides cleared by arrests
LIC - Number of handgun licences per 100,000 population HE - Average hourly earnings
La matrice de corrélation est donnée ci-dessous.

1. On propose le modèle de Hom sur les autres variables. Commentez les résultats.
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2. On retire la variable FTP du modèle. Justifiez ce choix.

3. On fait la même régression mais sans constante.

Exemple 3 Popularité de G. Bush
Les données sont composées des pourcentages de personnes satisfaites de l’action de Georges Bush

lors de sondages réalisés entre le 1er février 2002 et le 24 février 2008.
Plus précisément, la question posée est : “Do you approve or disapprove of the way president George

Bush is handling his job as President?” Trois réponses possibles sont proposées : “Approving”, “Disap-
proving” et “unsure” ; le refus de réponse a été regroupé avec la modalité “unsure”.

Le graphique suivant représente la cote de popularité de G. Bush au cours du temps, cette cote étant le
pourcentage de réponse “Approving”. Les deux lignes verticales étant tracées aux dates du 11 septembre
2001 et 20 mars 2003 (date de l’intervention en Irak).
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On s’intéresse à la modélisation des données à partir du 11 septembre 2001. On pose Y la cote de
popularité de G. Bush et X la date.

1. Modèle 1 : Y = a0 + a1X + ε R2 = 0, 8928 R̄2 = 0, 8923
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Modèle 1- Graphique des résidus

ANALYSE DE VARIANCE
Degré de libertéSomme des carrésMoyenne des carrés F Valeur critique de F

Régression 1 48852,2613 48852,2613 1856,75089 4,2602E-110
Résidus 223 5867,26756 26,3106169
Total 224 54719,5289

Coefficients Erreur-type Statistique t Probabilité
Constante 893,61418 19,5174023 45,7855081 2,2257E-115
Variable X 1 -0,02198909 0,00051031 -43,0900324 4,2602E-110

2. Modèle 2 : Y = a0 + a1X + a2X
2 + ε R2 = 0, 9411 R̄2 = 0, 9406
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Modèle 2 - graphique des résidus
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ANALYSE DE VARIANCE
Degré de libertéSomme des carrésMoyenne des carrés F Valeur critique de F

Régression 2 51496,585 25748,2925 1773,57137 3,036E-137
Résidus 222 3222,94385 14,5177651
Total 224 54719,5289

Coefficients Erreur-type Statistique t Probabilité
Constante 13161,5381 909,115118 14,4773064 6,8404E-34
Variable X 1 8,3683E-06 6,2005E-07 13,4960732 1,0439E-30
Variable X 2 -0,66290497 0,04749058 -13,9586633 3,3061E-32

3. Modèle 3 : on introduit une variable indicatrice D qui vaut 1 à partir du 20 mars 2003, 0 sinon.

Y = a0 + a1X + a2D+ a3DX + a4DX
2 + ε R2 = 0, 9596 R̄2 = 0, 9588
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ANALYSE DE VARIANCE
Degré de libertéSomme des carrésMoyenne des carrés F Valeur critique de F

Régression 4 52506,8987 13126,7247 1305,17944 5,914E-152
Résidus 220 2212,63018 10,0574099
Total 224 54719,5289

Coefficients Erreur-type Statistique t Probabilité
Constante 2289,40008 92,3707268 24,7849093 1,3108E-65
Indic *X̂ 2 7,0858E-06 9,8145E-07 7,2196889 8,3822E-12
D 8998,9062 1463,56952 6,14860183 3,6372E-09
X -0,05923234 0,00246731 -24,006869 2,2181E-63
Indic * X -0,50561828 0,07577001 -6,67306639 2,0056E-10

4. Modèle 4 : Y = a0 + a1X + a2X2 + a3D+ a4DX + a5DX2 + ε R2 = 0, 9596 R̄2 = 0, 9587
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Modèle 4 Graphique des résidus

ANALYSE DE VARIANCE
Degré de libertéSomme des carrésMoyenne des carrés F Valeur critique de F

Régression 5 52508,4304 10501,6861 1040,1478 2,11E-150
Résidus 219 2211,0985 10,0963402
Total 224 54719,5289

Coefficients Erreur-type Statistique t Probabilité
Constante 11335,2553 23224,7494 0,48806793 0,62599002
Indic -46,9489944 23270,8132 -0,00201751 0,9983921
Date -0,54260714 1,24103155 -0,43722268 0,6623807
Indic*date -0,02224348 1,24334891 -0,01788997 0,98574292
Date 2̂ 6,4573E-06 1,6579E-05 0,38949514 0,6972884
Indic*Date 2̂ 6,2846E-07 1,6608E-05 0,03784144 0,96984858
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Exemple 4 Crimes US
Les données sont les taux de crimes pour 100.000 personnes dans sept catégories et pour chacun des 50

états des US en 1977. Les variables sont les suivantes : Murder (meurtre), Rape (viol), Assault (agression),
Robbery (vol qualifié), Burglary (cambriolage), Larceny (larcin) et Auto-thiefth (vol de voiture).

1. On fait la régression de la variable meurtre sur toutes les variables.

2. On enlève petit à petit les variables les moins explicatives : Burglary, puis Auto_thieft, puis
Robbery. On obtient alors le résultat suivant. Commentez.
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3. On décide faire un second modèle en se basant sur les corrélations les plus élevées entre Meurtre et
les autres variables. Commentez les résultats.
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